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Processo de Ruina

A teoria da ruina estd relacionada com o estudo do nivel de
reserva de uma seguradora ao longo do tempo.

O termo “ruina”, no contexto atuarial estda associado ao risco de
uma instituicdo financeira ficar com reservas insuficientes ...

A probabilidade com que a ruina ocorre em determinado cenério
também é uma medida de risco.

Fatores quantitativos, relacionados a ruina

i) Duracao do processo;

ii) Carregamento de seguranga ( compensagio dos eventuais desvios aleatérios
do risco);

iii) Distribuicao do valor total dos sinistros retidos S;
iv) Limite técnico de indenizagéo;

v) Fundo inicial que a seguradora aloca para assumir o risco de ruina Uj.



Processo de Ruina

Pode-se descrever o processo de reserva através do modelo classico, chamado
de modelo de Cramér-Lundberg:

U(t)=u+l_[t—5t

u = U(0) representa a reserva inicial da seguradora.
U(t) é o processo estocastico associado ao montante da seguradora no instante ¢.
U(t) < 0, é dito entdo que ocorreu ruina.

[1; prémio recebido no intervalo de tempo (0, t] (Incremento a U(t)).

N .. , : L :

= . . Z
St =, X; Sinistro agregado, sendo N; o numero de indenizacdes ocorridas no mesmo
periodo de tempo ( processo estocastico).



Processo de Ruina

» De maneira simplificada, serdo adotados modelos de ruina que
envolva os prémios recebidos a uma taxa constante, isto é.

U(t)=u+nt_5t
>Ht=Ct

» c > E(S)

Na pratica utilizam-se percentuais que variam de 25% a 50%
patrimonio liquido,

A utilizacdo de um percentual do patrimoénio liquido, como
reserva, de risco, se justifica pelo fato que a perda de uma
porcentagem pode levar a falta de liquidez.



Processo de Ruina
Demonstragéo: Considere N, ~ Po(A¢)

ElUM)]=Eu+1,—-S;)) =E(u+ct—3S5;)
ElU)]=u+ct—E(S;) =u+ct—tE(S)

E[U(t)] =u+tlc— E(S)]

Para que E[U(t)] > 0 quando t - o, precisamos ¢ — E(S) > 0.
Assim

c—E(S)>0

c > E(S)



Exemplo |: Um segurador tem uma reserva de risco inicial de 100 e
recebe prémios a uma taxa constante de ¢ = 40 por unidade de
tempo. O segurador devera ter uma experiéncia de sinistros S
relativa ao tempo t, com a distribuicao expressa pela tabela a
seguir.

t 08 1,4 23 3 4
S 30 40 70 60 s4

Determine o valor de s, para que o segurador ndo entre em ruina
no intervalo de tempo [0,4].



De acordo com o modelo de Cramér-Lundberg U(t) = u + ct — S; temos
que:

U(0) =100 = u
U(0,8) = 100 + 40(0,8) — 30 = 102
U(1) =102 +40(1—-0,8) — 0 =110
U(1,4) =110 + 40(1,4 — 1) — 40 = 86
U(2) =86+40(2—1,4)—0=110
U(2,3) =110 + 40(2,3 —2) — 70 = 52
U3) =52+40(3—23)—60=20

Para que no tempo t = 4, tem-se:

U(4) =20+40(4—-3) —s, =60 —s,4
Havera solvéncia relativa aos ganhos proporcionados por c,
estando o segurador limitado a honrar sinistros inferiores a 60,00 (em

S4) .



100

50

Evolucao da reserva ao longo do tempo.

H s, =80

o ) s, =70
\/ M s, =60

° s, =40

Comportamento do U(t) para diferentes valores de sy.




Processo Cléssico de Ruina ( Modelo de Cramér-Lundberg)

» Tipos de Reserva.

» Processo em tempo continuo,

No processo em tempo continuo, o interesse estd no processo de
reserva {U(t):t = 0}, em que U(t) representa a reserva da seguradora
até o instante t.

» Processo em tempo discreto,

No processo em tempo discreto, o tempo t assume valores inteiros

(geralmente anos) e o interesse estd mno processo de reserva
{Un):n=01,..}.



Processo Classico de Ruina

U (t); U (R) A ruina acontece exatamente quando a reserva
num instante t se torna abaixo de limite pré-
estabelecido sobre a reserva inicial.

RUINA EM TEMPO DISCRETO: A ruina ndo é percebida, pois somente é
avaliada em n = 0,1,2,3, ...
RUINA EM TEMPO CONTINUO: A ruina é percebida no intervalo [3: 4]



PROBABILIDADE DE RUINA

» Uma ruina acontece em t se U(t) <0, ou seja,
quando a reserva da seguradora ficar negativa em
algum instante, sendo que:

" min{t|t = 0e U(t) < 0}
" |ooseU(t) = 0 paratodot

Variavel aleatoria continua, “tempo para ruina’.

» Dessa maneira, pode-se definir a probabilidade de
ruina de uma seguradora.



PROBABILIDADE DE RUINA-TAMBEM E UMA MEDIDA DE RISCD

» A probabilidade de ruina no horizonte infinito em tempo
continuo é definido por:

Yu) =P(T, <o) =PU(t)<0,Vt 0<t < )

» A probabilidade de ruina no horizonte finito em tempo
continuo é definido por:

Yy, ) =P(T, <17)=PU([)<0,VLt,0<t<T)

Y(u,7) < Pp(u)



PROBABILIDADE DE RUINA
T, = min{n: U(n) < 0}.

» A probabilidade de ruina no horizonte infinito em tempo
discreto é definida por:

P(w) = P(T,, <oo|U0) =u)=P({UM) <0,¥Yn,0 <n < o)

» A probabilidade de ruina no horizonte finito em tempo
discreto é definido por:

Yv(u, 1) = P(T,; < ’L') =PUn)<0,vn0<n<r1)

P, 1) < P



PROBABILIDADE DE RUINA

A probabilidade de ruina em 1 ano pode ser expressa por:

Y1) =P(T, <1)

ou
Ww(u,1) = P(U(1) < 0) = P(S; > u+11,)

E importante notar que nao necessariamente
P(T, <1)=PUQ) <0)

» P(T, < 1) estabelece a probabilidade de ruina a qualquer
momento menor que 1 ano.

» P(U(1) < 0) estabelece a probabilidade ruina ao final de 1
ano.



PROBABILIDADE DE SOBREVIVENCIA DA SEGURADORA
» Probabilidade de sobrevivéncia no horizonte em tempo infinito discreto:

~

¢(u) =PUMm) = 0paratodon=0,1,2,...lu=U(0)) =1—-y(u)
» A probabilidade de sobrevivéncia no horizonte infinito continuo:

o) =PU(t) =20paratodot =0lu=U(0)) =1—vy(u)

» Probabilidade de sobrevivéncia no horizonte finito em tempo continuo:
o, ) =PWU({t)=0paratodo0<t<tlu=U(0) =1—-9vYu,1)

» Probabilidade de sobrevivéncia no horizonte finito em tempo discreto:

¢(u,7) =P(UMm) = 0paratodon =0,1,2,..,tlu=U(0)) =1 — Y(u, 1)



EXEMPLOD 2: A carteira de um segurador tem distribuicao
de sinistros dada pela tabela a seguir:

S $1500,00  $3000,00

P(s) 0,6 0,4

O excedente do segurador é dado pela expressao:

U(t) = 900 + 150t — S,.

Determine os possiveis intervalos que irdo ocorrer ruina com o
primeiro sinistro.



Como, por hipoétese, as tunicas indenizacoes
possiveis sdo no valor de $1500,00 e $3000,00 entéao a
primeira ruina ocorrerda como resultado da menor
indenizacao se:

900 + 150t — 1500 <0
150t < 600
t < 4.

Caso ocorra sinistro no intervalo (0,4] este
ocasionarid em um caso de ruina, pois para qualquer
sinistro que venha acontecer nesse intervalo nao haverd
solvéncia.



Apbs esse periodo, a seguradora nao estara
vulneravel ao evento de custo $1500,00 porém a
seguradora ainda tem um risco de solvéncia caso a
indenizacao seja igual a $3000,00. Nesse caso:

900 + 150t —3000< 0
150t < 2100
t <14

Caso o primeiro sinistro ocorra em t > 14 a
seguradora nao se tornara insolvente. No entanto, se o
sinistro ocorrer entre 4 e 14, a seguradora nao tera
recursos disponiveis para fazer frente a indenizacdo caso
o valor do sinistro seja igual a $3000,00.



Ainda para os dados do exemplo anterior. Considere que o tempo
entre sinistros possa ser modelado pela distribuicao exponencial
T ~ Exp(0,1). Calcule a probabilidade de ocorrer ruina com o
primeiro sinistro.

P(U{)<0)=P(T <4S+0)+P4<T<14,S = 3000)
=P(T <4)P(S#0|T <4)+P(4 < T < 14)P(S = 3000]4 < T < 14)

= [1 = (e="*)](0,6 + 0,4) + {[1 — (e=>1%14)]0,4 — [1 — (e~%1%4)]0,4}
P(U(t) < 0) = (0,3298) + 0,16948

P(U(t) < 0) = 0,49928



EXEMPLD 3: Considere que a variavel aleatoria S esteja
associada aos gastos com indenizacao no periodo de 1
ano, em uma carteira de seguros. Considere também que
essa carteira tenha sido modelada segundo o modelo de

risco coletivo com N, ~ Po(200t) e X ~ Exp(0,002).

Utilizando a aproximacao pela distribuicao normal
determine o valor do prémio, II, ao longo desse ano de
forma que a probabilidade de que essa seguradora entre
em ruina nao exceda 5%, considere a reserva inicial

igual a U(0) = 5000.



Solugéio
P(U(1) < 0) = 0,05
P(5000 4+ 11— S,.,; < 0) = 0,05
P(S.,; > 5000 + I1) = 0,05
E(S.0;) = AE(X) = 100000
Jvar(See;) = JAE(X?) = 10 000

_ Scol—E(Scol) ~ _
Lembrando que Z = N, N(0,1), tem-se

ol (5000 + IT) — 100000
10 000

)

[T =100000— 5000+ 10000(1,645) = 111450



Ainda com os dados do exemplo anterior determine o valor do
prémio Il considerando um limite técnico para os valores de
indenizacdo por apolice de Li = 550.
SOLUCAO
E(Scor) = AE(X; Li)
550

E(S.)) = 200 f x 0,002¢70002X gy 4 5508, (550)

0
E(S.,) = 66712,8

var(S.,;) = AE(X?, Li)
550

var(S.,;) = 200 f x20,002e9992x gy + 55025, (550)

0
var(S,,;) = 30097000



Solugéio

E(S.,) = AE(X; Li) = 66712,8
var(S,,;) = AE(X2, Li) = 30097000

Lembrando que Z = Seol EGcol) _ y (0,1), tem-se

yvar(Scol)
(5000 + I1) — 66712,8
= Z %
V30097000 95

M=66712,8—-5000 + 5486,073(1,645) = 70737, 39

Ao limitar o valor das indenizacoes, mantida as mesmas condi¢oes o valor do
prémio diminui, isso demonstra a influéncia no prémio ao se alterar o limite
técnico.
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